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При нагрузочном моменте М2=5⋅10
4Н·м величина осевой растягивающей 
силы, действующей на гибкое колесо редуктора миксера, составляет 
Рk1=1,15⋅10
3Н; при том же нагрузочном моменте редуктора мельницы, осевая 
сила на гибком колесе составляет Рk2=1,27⋅10
3Н. С увеличением нагрузочного 
момента, осевые силы в волновой передаче также увеличиваются. При 
М2=5,0⋅10
5 Н·м, осевая растягивающая сила на гибком колесе редуктора миксе-
ра равна Рk1=1,12⋅10
4Н, при том же нагрузочном моменте, на редукторе мельни-
цы осевая растягивающая сила на гибком колесе Рk2=1,25⋅10
4Н. Расхождение 
результатов полученных экспериментально и теоретически не превышает 3%. 
Расхождение данных теоретических и экспериментальных исследований 
осевых сил в волновых редукторах рудоразмольной мельницы МГР5500×7500 
и поворота миксера МП-600АС не превышает 6%, что свидетельствует о на-
дёжности полученных результатов.  
Источником осевых сил в волновой передаче являются кинематические 
пары, образованные дисками генератора волн и гибким колесом. Конструкция 
генератора волн не обеспечивает строгой параллельности осей дисков с общей 
осью волновой передачи. Перекос осей дисков генератора волн, формирует по-
добие фрикционной винтовой пары с малым шагом винта: генератор – гибкое 
колесо. Вращение ведущего вала вызывает винтовые движения генератора, ко-
торый "ввинчивается" в гибкое колесо с осевой силой Р, пропорциональной на-
грузочному моменту М2. Осевая сила, вызванная винтовым движением генера-
тора волн, воспринимается гибким колесом. Как показали исследования, в 
крупных волновых редукторах осевые силы имеют большие значения, их вели-
чину необходимо определять и учитывать в процессе проектирования.  
Для снижения осевых сил в крупных волновых передачах, необходимо: 
- исключить "плавающую" установку генератора волн и закрепить его на 
подшипниковых опорах; 
- исключить "верчение" дисков относительно опор;  
- устранить осевые люфты генератора волн и гибкого колеса; 
- установить между дисками и гибким колесом промежуточное кольцо 
из антифрикционного материала, например бронзы; 
- в зону контакта дисков с гибким колесом подвести принудительную 
смазку с высокими антифрикционными свойствами. 
Это минимизирует перекосы осей дисков, снижает амплитуду винтового 
движение дисков генератора волн, существенно уменьшает осевые силы, кото-
рые при наличии зазоров, люфтов и больших, вращающихся массах, установ-
ленных с эксцентриситетом, приобретают ударный характер. Уменьшение сил 
трения в кинематических парах "диски-гибкое колесо", снижает осевые силы и 
энергетические потери процесса волнообразования, понижают износ дисков.  
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УДК 621.833 
 
Ю.В. СТРЕЛЬНИКОВ, аспирант каф. машиноведения ВНУ им. В. Даля, Луганск 
 
РАЗРАБОТКА МЕТОДА СИЛОВОГО РАСЧЕТА ЗУБЧАТОГО  
ЗАЦЕПЛЕНИЯ С ПРОМЕЖУТОЧНЫМИ ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ 
 
Разработан метод силового расчета зубчатого зацепления с промежуточными телами качения, 
выполненными в виде тонкостенных цилиндрических роликов, причем сопряжения зубьев с ро-
ликами образуют выпукло-вогнутые контакты поверхностей близкой по величине кривизны, что 
делает невозможным использование решения классической контактной задачи Герца.  
 
Розроблено метод силового розрахунку зубчастого зачеплення із проміжними тілами кочення ви-
конаними у вигляді тонкостінних циліндричних роликів, причому сполучення зубів з роликами 
утворять опукло-увігнуті контакти поверхонь близької по величині кривизни, що унеможливлює  
використання рішення класичного контактного завдання Герца. 
 
The method of power calculation of a meshing with intermediate bodies of a rolling executed in the 
form of thin-walled cylindrical rollers is developed, and interfaces of teeth to rollers organize is convex-
concave contacts of surfaces of close curvature on magnitude that does impossible use of the decision of 
a classical contact problem of Hertz. 
 
Задача распределения усилий в зоне контакта упругих поверхностей с пло-
ским или профильным штампом хорошо изучена и детально разработана вы-
дающимися учёными Мусхелишвили Н.И. [1], Тимошенко С.П. [2], Лурье А.И. 
[3] и др. Она решается в общем виде интегрированием уравнения равновесия по 
границе контактирующих тел, в результате чего определяется распределение 
усилий в зоне контакта. Это решение пригодно для контактирующих поверхно-
стей с различной по величине или противоположной по знаку кривизной.   
Целью исследования является определение упругих деформаций проме-
жуточных тел качения, выполненных в форме тонкостенных цилиндров, реше-
ние контактной задачи тел близкой по величине разноимённой кривизны, при-
менительно к условиям зацепления передач с промежуточными телами качения. 
Одной из основных задач зацепления высших кинематических пар является 
установление оптимальных условий контакта сопряжённых звеньев. В передачах 
с промежуточными телами качения эта задача решается подбором близких по ве-
личине радиусов роликов и вогнутых цилиндрических поверхностей зубьев. 
Комплексные потенциалы Мусхелишвили при нагрузке полуплоскости 
или упругого цилиндра выражаются формулами:  
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В уравнении (1) параметры a, b определяют линию контакта между точками 
А и B (рисунок 1), а в уравнении (2) комплексные переменные t1, …, tn определя-
ют дугу контакта между точками А и B. Постоянная B0 представляет величину 
Ф(z) в бесконечности и не зависит от переменной z. Функции N(t) и T(t) означают 
соответственно нормальные и касательные напряжения на линии контакта. 
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( )[ ],zФCzW ′+= λ   (3) 
 
где yixz +=  − ком-
плексная переменная 
срединной плоскости об-
разца; Ф(z) – комплексно 
сопряжённый потенциал 
Мусхелишвили; λ, С − 
постоянные. 
Напряжения, дейст-
вующие на упругий диск 
распределены по дуге, 
границы которой опре-
делены точками t1, tn (ри-
сунок 2). Функцию  
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можно аппроксимиро-
вать полиномом 
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дифференцируем на дуге 
.,,1 ntt K  Здесь коэффи-
циенты ,,,,,, 1−nddcba K  
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,,,, 121 −nttt K  соответст-
вующие дискретным 
точкам дуги ролика, ле-
жащей между точками 1t  
и ,nt  являются ком-
плексными. Из условий 
(2) и (5) составляем ра-
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Введем обозначения 
 
Рисунок 1 – Характер взаимодействия ролика 
с упругой полуплоскостью 
 
Рисунок 2 – Характер силового взаимодействия ролика 
с упругим цилиндрическим основанием 
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Обозначения (7) подставляются в выражения (6) 
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Продифференцируем соотношение (2) 
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Из уравнений (3) и (9) составляется интегральное уравнение 
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решение которого позволяет определить нормальные и касательные напряже-
ния в зоне контакта упругих тел. 
Продифференцировав равенство (8) с учётом соотношения (10), получим 
уравнение 
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Вводятся обозначения: 
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С учётом принятых обозначений запишем уравнения (11) в следующем 
виде  
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )[ ] ;
2
,,,,...
,,,,,,
,,,,,,
2
12,111,1
121112
111211
π
P
zttHIdzttHRd
zttHIczttHRczttHIb
zttHRbzttHIazttHRa
nndmnnnden
ncmncenbm
nbenamnae
=′−′++
+′−′+′−
−′+′−′
−−−−
 
 (7)
 151
  
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ,
2
,,,,...
,,,,,,
,,,,,,
1
12,111,1
121112
111211
π
P
zttHRdzttHId
zttHRczttHIczttHRb
zttHIbzttHRazttHIa
nndennndmn
ncencmnbe
nbmnaenam
−=′+′++
+′+′+′+
+′+′+′
−−−−
         
(12)
 
 
где eR  и mI  соответственно действительная и мнимая части комплексной величины. 
Для определения 2n+2 неизвестных коэффициентов 2,11,12121 ,,,,,, −− nn ddbbaa K  
необходимо составить 2n+2 линейных алгебраических уравнений с 2n+2 не-
известными. Решение этой системы уравнений позволяет вычислить коэффи-
циенты ,,, 121 baa 2,11,12 ,,, −− nn ddb K  и по этим параметрам найти неизвестную 
функцию напряжений F(t) Для построения системы 2n+2 линейных алгебраи-
ческих уравнений на практике пользуются экспериментальными данными. 
Особенностью метода силового расчёта элементов зацепления с проме-
жуточными телами качения является близость радиусов  кривизны контакти-
рующих тел. Определение характера силового взаимодействия в зацеплении с 
промежуточными телами качения связано с анализом напряжённо-
деформированного состояния силовых звеньев в процессе их взаимодействия. 
В контакте находятся поверхности достаточно близкие по кривизне и проти-
воположны по знаку, что делает решение Герца [4] непригодным для уста-
новления параметров их силового взаимодействия.  
Воспользуемся общим решением задачи напряжённо-деформированного 
состояния тела вращения [1, 2]. Ролик в зацеплении рассматривается как дос-
таточно длинный цилиндр, контактирующий с близким по диаметру отвер-
стием бесконечной длины. 
Под действием двух сил 
→
F , равных по величине и противоположных по 
направлению, некоторая точка М внутри ролика получит смещение, состав-
ляющие которого u и v по соответствующим направлениям: параллельному и 
перпендикулярному относительно линии действия сил 
→
F  (рисунок 3), запи-
шем в следующем виде 
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где G – модуль упругости материала для касательных напряжений; λ – посто-
янная Лямэ для контактирующих тел. 
Смещение точек на поверхности ролика в радиальном направлении  
 
( ) ( ) ββββ sin,cos, 111 RvRuur += .                              (15) 
 
С учетом выражений (13) и (14) смещение граничной точки ролика 
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Функция напряжений для действующей на зуб распределённой нагрузки  
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где ν – коэффициент Пу-
ассона; r – вектор, опреде-
ляющий произвольную 
точку зуба. 
Компоненты тензора 
напряжений выразим через 
функцию напряжений в по-
лярной системе координат 
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Деформация в ради-
альном направлении 
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Радиальные смеще-
ния определяются интегрированием выражения (19) по дуге контакта [5] 
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Постоянная интегрирования: ( ) .cos1 ββ cf =  
Перемещения центра ролика в процессе взаимодействия с зубом 
 
( ) ( ),cos1cos 1221 ββ −−−=+ RRduu rr                            (21) 
Рисунок 3 – Силовая схема нагрузки и деформации ролика 
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где d – величина совместной деформации точки контакта ролика с зубом; R2 – 
радиус образующей окружности зуба. 
Радиальное смещение ролика 
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где β ′  – текущий угол точки на контактной площадке ролика с поверхностью 
зуба; iβ ′  – максимальное значение угла точки на контактной площадке роли-
ка с поверхностью зуба; P – давление. 
Радиальные смещения контактной поверхности зуба 
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Интегрируя уравнения (22) и (23) в интервале 
m
β ′± , получим радиальное 
смещение для всех точек iβ  относительно общего центра. 
Усилие, передаваемое элементарным участком дуги контакта 
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где 
m
β ′  – угол, соответствующий элементарной дуге контакта поверхностей.  
Из уравнений (22), (23) получим безразмерные радиальные перемещения 
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Применяя метод суперпозиции сил и перемещений теории упругости, 
представим общее радиальное смещение точки i на дуге контакта поверхностей 
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Совместное решение уравнений (25)-(28) и предполагая соответствие i-х 
точек контактных поверхностей ролика и зуба, получаем алгебраическое 
уравнение совместных перемещений ролика и зуба 
 
( ) ( ){ } ( )( ) ,cos11cos iijmfjimji RdPdd ββ −−+=+                  (29) 
 
где 2Rdd = ; βi – угол между центром i-го элемента и общей линией действия 
нагрузки. 
Разработан метод силового расчета зубчатого зацепления с упругими 
промежуточными телами качения, причем сопряженные поверхности обра-
зуют выпукло-вогнутые контакты близкой по величине кривизны. Получено 
общее решение задачи теории упругости для силового взаимодействия эле-
ментов зацепления с негерцевским контактом, что необходимо для расчёта 
передач с промежуточными телами качения на контактную прочность. Полу-
ченные результаты позволяют уточнить расчёт напряжённого состояния эле-
ментов зацепления, повысить эксплуатационную надёжность и нагрузочную 
способность редукторов в тяжёлом машиностроении.  
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ОБ ОДНОМ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ СПОСОБЕ РЕШЕНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ 
 
Рассмотрены сущность электростатической аналогии, существующей между уравнениями элек-
тростатики и теории упругости и способ решения задачи о контакте двух упругих тел с помощью 
электрического моделирования. Дается описание электромоделирующего устройства и предло-
жена методика решения задачи с его использованием. Дана оценка погрешности результатов экс-
перимента. Показано, что предлагаемый способ позволяет решать пространственные контактные 
задачи с точностью достаточной для инженерных приложений. 
 
